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Краткий курс лекций по статистической термодинамике
Основы статистической термодинамики

При изучении разнообразных физико-химических систем наряду с формальным термодинамическим методом применяется в настоящее время метод, основанный на принципах статистической физики, которая изучает системы, построенные из большого числа частиц, методом теории вероятностей.

Особенностью систем, построенных из очень большого числа частиц, т.е. систем с очень большим числом степеней свободы, является отсутствие возможности задать начальные условия, под которыми в классической механике понимаются значения координат и скоростей частиц в начальный момент времени. Действительно, для таких систем число начальных условий чрезвычайно велико, и их нельзя определить экспериментально. Однако, известно, что без знания начальных условий нельзя проинтегрировать уравнения движения частиц. Поэтому статистическая физика базируется на законах статистической механики, изучающей системы, начальные условия которых не полностью известны.
Статистическая термодинамика, изучающая системы, находящиеся в состоянии термодинамического равновесия, является частью статистической физики. Другой её частью является статистическая кинетика, изучающая скорости процессов во времени в системах, построенных из большого числа частиц, не находящихся в состоянии термодинамического равновесия.

Основным достоинством статистической термодинамики является то, что она позволяет статистически обосновать основные термодинамические величины: например, температуру, энтропию и др.

В классической термодинамике состояние системы описывается с помощью небольшого числа параметров, которые доступны непосредственному измерению. Обычно это такие параметры как температура T, давление P и объем V. Термодинамическое состояние системы, характеризуемое значениями таких основных параметров, называют макросостоянием. Однако каждое вещество, т.е. система, состоит из отдельных молекул. Термодинамическое состояние отдельных молекул называется микросостоянием. 
В условиях равновесия макроскопические параметры системы постоянны, но микроскопические параметры изменяются со временем. Это означает, что каждому макросостоянию соответствует несколько (на самом деле, бесконечно много) микросостояний.

Большое число различных микросостояний, отвечающее данному макросостоянию, называется термодинамической вероятностью. Она обозначается символом W. Величина термодинамической вероятности W представляет собой меру вероятности данного макросостояния: чем больше значение W, тем вероятнее пребывание системы в данном состоянии. 

Термодинамическую вероятность макросостояния не следует смешивать с его математической вероятностью (. Математическая вероятность всегда меньше единицы и равна отношению числа случаев, в которых реализуется данное состояние, к общему числу всех возможных случаев. Термодинамическая вероятность выражается целым положительным числом.

Микросостояния молекул можно описать методом классической механики. Для этого необходимо знать положение и скорости всех молекул (или импульсы движения).

В классической механике микросостояние обычно изображают точкой в 2l-мерном евклидовом пространстве. В нем строится 2l осей, на которых откладываются значения координат qx, qy, qz  и импульсов px, py, pz. Это пространство называют фазовым пространством. Точка, которая изображает микросостояние в таком пространстве, называется фазовой точкой. С течением времени состояние системы будет изменяться, и фазовая точка будет описывать в фазовом пространстве линию, которая называется фазовой траекторией. Движение частиц происходит в действительности в обычном пространстве, а фазовое пространство применяется в классической механике для графического изображения микросостояния системы.
Для систем, изучаемых в статистической термодинамике, фазовое пространство имеет очень большое число измерений. Например, для одного моля одноатомного газа, состояние которого определяется 3NA координатами и 3NA импульсами (NA – число Авогадро), фазовое пространство будет иметь 6NA, т.е. (36(1023 измерений. Естественно, что для таких систем нельзя ни определить экспериментально положение фазовой точки (микросостояние) в данный момент времени, ни проинтегрировать дифференциальные уравнения механики. Это и вызывает необходимость применения особых методов статистической механики, которые заключаются в рассмотрении множества микросостояний, совместимых с заданными внешними условиями, и вычислении по этому множеству средних значений физических величин. Рассмотренное нами описание микросостояний методом классической механики является приближенным. 
Микроканонические и канонические средние

Для описания макросостояния через множество микросостояний необходимо  найти средние величины, вычисленные по множеству допустимых микросостояний. Это предполагает вероятностный характер описания микросостояний как случайных величин.
В зависимости от внешних условий, в которых находится изучаемая система, в статистической термодинамике применяется вычисление двух видов средних:
 а) микроканонических средних, вычисляемых при условии, что энергия системы постоянна (изолированная или замкнутая система). При этом все микросостояния являются равноправными, и следует допустить, что они являются равновероятными;

б) канонических средних, т.е. средних, вычисленных при условии, что температура системы постоянна (например, система находится в термостате). При этом предполагается, что система находится в состоянии термодинамического равновесия. 

Существование абсолютно замкнутых систем или систем с абсолютно постоянной температурой является идеализацией, так как в действительности данные системы не существуют. Но идеализация вполне допустима, так как допустимо в механике применение понятия абсолютно твердого тела. Оба метода нахождения средних впервые введены Гиббсом. В своих работах системы, для которых вычисляются микроканонические средние, он называл микроканоническим ансамблем (изолированная система) и каноническим ансамблем (закрытая система). Оба этих ансамбля Гиббс называл малыми каноническими ансамблями. Системы, для которых вычисляются канонические средние, по Гиббсу назывались большим каноническим ансамблем.  

Под ансамблем Гиббс понимал бесконечный набор идентичных систем, находящихся во всех возможных микросостояниях, соответствующих одному макросостоянию. Системы ансамбля являются мысленными копиями одна другой. Они составлены из частиц одинаковой природы и условия взаимодействия систем с окружающей средой одни и те же. Макроскопические параметры одинаковы для всех систем ансамбля. Системы ансамбля отличаются лишь по механическому состоянию в данный момент времени (по фазе). Каждая система ансамбля – это одно микросостояние. ий, совместимых с внешними условиями, в которых нахолится система
В статистической теории доказывается, что для систем с большим числом частиц ((1023) все три типа ансамблей эквивалентны друг другу. Использование любого ансамбля приводит к одним и тем же термодинамическим свойствам, поэтому выбор того или иного ансамбля для описания термодинамической системы диктуется только удобством математической обработки функций распределения.
Среднее по ансамблю значение некоторой функции (параметра) М(р, q) в момент времени  t определяется по формуле:
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где ( (p,q,t) – плотность распределения вероятностей в фазовом пространстве. Её называют также функцией распределения. Математически она определяется по формуле:
( (p,q,t) = 
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где d( (p, q, t) – вероятность того, что механическое состояние системы в момент времени t характеризуется заданными значениями р и q (причем состояние определено с точностью до объема dpdq).
Смысл функции распределения состоит в том, что она определяет статистический вес каждого микросостояния (его долю) в макросостоянии.

Из этого определения следуют элементарные свойства функции распределения:

1. нормировка
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2. положительная определенность

( (p, q, t) ( 0.      (4)

Существование функции распределения составляет суть основного постулата статистической термодинамики: макроскопическое состояние системы полностью задается некоторой функцией распределения, которая удовлетворяет условиям (3) и (4).

В качестве примера функции распределения мы рассмотрим такую функцию для системы с тепловым равновесием, которое характеризуется температурой Т, т.е. для канонического ансамбля. Её математический вид

( (p, q) = 
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где k = 1,38(10-23 Дж/К – постоянная Больцмана; H(p, q) – функция Гамильтона. Значение константы в (5) определяется условием нормировки. 

Частным случаем канонического распределения (5) является распределение Максвелла по скоростям v, которое справедливо для газов:
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где m – масса молекулы газа. Выражение ((v)dv описывает вероятность того, что молекула имеет абсолютное значение скорости в интервале от v до v + dv. Она определяет долю молекул, т.е. 
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, скорости которых лежат в этом интервале. Графики функции ((v) при различных значениях температуры и массы молекул приведены на рисунке 1. 
  ((v)                 Т1                                     ((v)
                                Т2


        0                                                      v       0                                                      v

                     а)                                                                   б)

Рис. 1. Функция распределения Максвелла по скоростям:

а) при одной и той же массе и разных температурах;

б) при разных массах и одной и той же температуре.

Из рисунков видно, что кривые проходят через максимум, смещающийся при повышении температуры (или массы) в сторону больших скоростей. Максимум при этом понижается. Это означает, что, например, с повышением температуры увеличивается число молекул, двигающихся с повышенными скоростями и распределение становится более равномерным.

Распределение молекул по трехмерным скоростям существенно отличается от распределения по скорости одномерного движения. Здесь максимум лежит не при нулевой скорости, а при её определенном конечном значении vмах = (., называемой наиболее вероятной скоростью молекул. Математически она определяется выражением:
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а интеграл
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- средней скоростью молекул при данной температуре Т.
 Закон Максвелла выражает долю молекул, векторы скоростей которых лежат в пределах v и v + dv, т.е. если отсчитывать их от начала координат, попадают в пределы шарового слоя радиусом v и толщиной dv. 
Закон распределения молекул по энергиям (закон Больцмана)

Для вывода закона Больцмана представляют, что изучаемая газообразная система состоит из очень большого числа N молекул. Она обладает заданной полной (внутренней) энергией U и занимает постоянный объем V. Таким образом, с термодинамической точки зрения система изолирована (U = const, V = const).

В данной системе допускают, что все молекулы химически идентичны, но обладают различными энергиями. В простейшем случае это будет энергия поступательного движения 
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, где v – скорость движения молекулы, m – её масса.

Распределение молекул по энергиям дается указанием чисел молекул

N1, обладающих энергией Е1
N2, обладающих энергией Е2
N3, обладающих энергией Е3 и т.д.

Полная энергия рассматриваемой системы выразится суммой

U ( Eполн + N1E1 + N2Е2 + N3Е3 + … = 
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Постоянно также и полное число молекул

N = N1 + N2 + N3 + … = 
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(однако отдельные числа Ni могут изменяться).

Для вычисления термодинамической вероятности состояния, т.е. числа способов его реализации, запишем сначала число способов распределения N молекул пo i  группам, т.е. энергетическим состояниям:
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В каждой i  группе  молекулы могут размещаться по gi  уровням. Следовательно, для N i молекул число способов размещения по уровням будет равно 
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Полное число микросостояний, т.е. термодинамическая вероятность данного макросостояния, получается путем умножения найденного числа распределений по группам на числа распределений внутри групп:

W ( G = N! 
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Равновесному состоянию изолированной системы отвечает с термодинамической точки зрения максимум энтропии S, а со статистической – максимум термодинамической вероятности W. Связь между энтропией и термодинамической вероятностью дается формулой Больцмана:

S = k ln W или 
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Подставив в это уравнение W из уравнения (3), получим
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Числа N и Ni, как считается, всегда очень велики, поэтому к факториалам можно применить известную формулу Стирлинга, которая тем точнее, чем больше N:

ln  N! = N ln N – N.     (6)

В квантовой статистике, если  система имеет дискретные уровни энергии и описывается квантовомеханически, то вместо функции Гамильтона H(p, q), которая использовалась ранее для вывода распределения по скоростям Максвелла,  используют оператор Гамильтона Н, а вместо функции распределения – оператор матрицы плотности (:

( = const(exp
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Диагональные элементы матрицы плотности дают вероятность того, что система находится в i-ом энергетическом состоянии и имеет энергию Ei:

(i =const(exp
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Значение константы определяется условием нормировки: 
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Знаменатель этого выражения называют суммой по состояниям. Он имеет ключевое значение для статистической оценки термодинамических свойств системы. Из выражений (8) и  (9)  можно найти число частиц Ni, имеющих энергию Ei:
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где N – общее число частиц. Распределение частиц (10)  по уровням энергии называют распределением молекул по энергиям - законом Больцмана, а числитель этого распределения - больцмановским фактором (или множителем). Иногда это распределение записывают в другом виде: если существует несколько уровней с одинаковой энергией Ei, то их объединяют в одну группу путем суммирования больцмановских множителей:
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где gi – число уровней с энергией Ei или статистический вес (или степень вырождения).

Ni, входящее в выражения (10) и (11),  называют заселенностью i-го  энергетического уровня:

Ni = N0 
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где N0 – заселенность нулевого энергетического уровня.

Некоторые энергетические уровни вырождены, т.е. несколько энергетических уровней обладает одной и той же энергией:

Ni =
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где go и gi – степень вырождения (статистический вес) нулевого и i-го энергетических уровней соответственно.

Теорема Лиувилля

Движение фазовых точек, соответствующих микросостоянию системы, подчиняется теореме Лиувилля, предложенной в 1938 г. Она утверждает, что плотность фазовых точек при движении их по фазовому пространству остается постоянной. Математически это выглядит так:
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Движение фазовых точек аналогично движению несжимаемой жидкости. Уравнение (1) является записью так называемого принципа сохранения плотности «фазовой жидкости».

Существует и другая формулировка теоремы Лиувилля: всякий фазовый объем, занятый заданным числом фазовых точек, при своем движении в энергетическом слое соответственно изменению состояния систем ансамбля остается неизменным по величине. Отсюда следует, что любой элемент объема фазового пространства может с течением времени менять свои очертания, но не расширяться и не сжиматься. Данная формулировка теоремы Лиувилля называется принципом сохранения фазового объема.
Теорема Лиувилля справедлива как для равновесных, так и для неравновесных ансамблей.

Эргоидная гипотеза. Согласно теореме Лиувилля все области фазового пространства, через которые может двигаться фазовая точка, изображающая развивающуюся систему, характеризуются одинаковой плотностью. Это положение следует дополнить для формулировки основных принципов статистической механики эргоидной гипотезой. Она была предложена Больцманом и Максвеллом. Суть гипотезы заключается в следующем: фазовая точка изолированной системы, для которой v, N, U постоянны, перед возвращением в исходное положение проходит все достижимые, т.е. совместимые с заданными условиями точки фазового пространства.

Иными словами, через достаточно длительное время механическая система вернется в исходное состояние, пройдя все достигаемые состояния, причем достижимость в данном случае ограничена соблюдением закона сохранения энергии:

U (или  E) = H(q, p) = const.      (2)
Эргоидная гипотеза, которую Максвелл называл «принципом непрерывности пути», недоказуема, поэтому и называется гипотезой. Тем более, что в реальности существуют такие динамические системы, изображающие точки которых никогда не проникают в достижимые области их фазового пространства. Такие системы называют неэргоидными. Примером неэргоидной системы может служить планетная система, в которой планеты будут, вероятно, всегда оставаться в плоскости эклиптики, хотя орбиты, расположенные, скажем, в перпендикулярной плоскости, энергетически вполне «достижимы». Таким образом, эргоидная гипотеза налагает известные ограничения на системы, подвергающиеся изучению с точки зрения статистической механики: такие системы должны быть эргоидными.

Эргоидная гипотеза совместно с теоремой Лиувилля приводит к основным положениям (принципам) статистической механики. Их иногда называют постулатами. Остановимся на них.

1. Принцип равной вероятности: для изолированной системы все достижимые области фазового пространства имеют равные априорные вероятности. 

2. Теорема о средних значениях: среднее по времени (достаточно длительному) значение физически наблюдаемой величины F(q, p) для системы равно среднему значению этой величины по ансамблям.
Первое из этих утверждений вытекает из того, что фазовая точка, движущаяся в согласии с теоремой Лиувилля в среде с постоянной плотностью (, в конце концов в согласии с эргоидной гипотезой проходит каждую точку в достижимых областях фазового пространства. Иначе говоря, для ансамбля, представляющего изолированную термодинамическую систему, т.е. ансамбля микроканонического, фазовые точки распределены равномерно по достижимому фазовому пространству.

Исходя из постулата (принципа) равной вероятности, можно оценивать вероятности сложных событий. Справедливость принципа равной вероятности подтверждается совпадением теоретических результатов, полученных с его использованием, и результатов опыта.

Второй принцип следует из того, что каждая система ансамбля будет в течение достаточно долгого времени приходить в соответствии с эргоидной гипотезой в состояние каждого другого ансамбля. Поэтому усреднение по времени для отдельно взятой системы приводит к тому же результату, что и мыслимое мгновенное усреднение по всему ансамблю системы. Именно теорема о средних значениях позволяет установить точные связи между термодинамическими переменными (свойствами системы) и механическими микроскопическими характеристиками. 
Так, каждое термодинамическое свойство (, например, давление, энергия или энтропия, определяется как среднее по времени некоторой динамической переменной ( (p, q). Например, давление газа соответствует средней скорости переноса количества движения на единицу поверхности сосуда.

Среднее по времени динамической переменной задается движением
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где ( - некоторое время, «достаточно долгое», чтобы сделать возможным имеющим физическое значение измерение рассматриваемого термодинамического свойства. Среднее по ансамблю определяется другим соотношением:
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и представляет собой среднее значение ( среди всех систем ансамбля в некоторый момент времени. Пользуясь введенными обозначениями можно записать теорему о средних значениях так:
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При этом следует понять, что равенство (5) является основным для связи механического описания системы с термодинамическим и имеет смысл только для эргоидных систем.

Эргоидная гипотеза позволяет заменить (приравнять) среднее по времени средним по фазовому пространству, т.е. заменить вычисление средних значений по времени для одной системы средним по многим системам в один и тот же момент времени.

Системы, для которых средние по времени и фазовые средние совпадают, называются эргоидными. Следует отметить, что эргоидность системы - необходимое условие того, чтобы для неё выполнялся принцип равной вероятности. Но эргоидность физических систем в общем случае можно лишь постулировать.

Статистический характер второго закона термодинамики

Макроскопические процессы, происходящие в природе, имеют направленный характер. Например, процесс выравнивания температур или расширение газа в пустоту. Обобщением таких макроскопических процессов является второе начало термодинамики. Согласно второму закону термодинамики, в адиабатически изолированной системе возможны лишь такие процессы, при которых энтропия системы возрастает или остается постоянной.

Статистический смысл второго закона термодинамики состоит согласно Больцману в том, что изолированная система эволюционирует преимущественно в направлении большей термодинамической вероятности. Максимальная вероятность состояния системы должна также характеризовать её устойчивое равновесие. Отсюда вытекает, что между термодинамической вероятностью состояния системы W и её энтропией S должна существовать функциональная зависимость вида S = f (W).

Чтобы найти зависимость между S и W, исходят из следующих соображений. Рассматривают два участка системы, находящиеся в равновесии. Для первого участка S1 = f (W1) и для второго участка S2 = f (W2). Для всей системы S = S1 + S2 = f (W), где S и W – энтропия и термодинамическая вероятность всей системы в целом. Но вероятность сочетания двух независимых событий равна произведению вероятностей каждого из них в отдельности, т.е. W = W1( W2, и поэтому

S = f (W) = f (W1( W2).     (1)

В сочетании с предыдущим можно записать:

f  (W1( W2) = f (W1) + f (W2).     (2)
Для решения функционального уравнения (2) возьмем его частную производную один раз по W1, а другой – по W2:

W2 f ‘(W1( W2) = f ‘(W1)     (3)

и
W1 f ‘(W1( W2) = f ‘(W2).     (4)

Разделим далее уравнение (3) на уравнение (4):
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откуда
W2 f ‘(W2) = W1f ‘(W1) = const,     (6)

или
f‘(W) dW = const(
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Интегрируя (7), получаем:

S = f (W) = const(ln W + C,     (8)

где С – константа интегрирования. Поскольку S = S1 + S2 и W = W1( W2, то, очевидно, С = 0 и

S = const(ln W.     (9)

Константа в уравнении (9) – универсальная, так как при выводе уравнения не было ограничений, связанных с индивидуальными свойствами вещества. Действительно, можно различные вещества приводить в равновесие друг с другом (в том числе и с идеальным газом), а уравнение (9) остается справедливым. В связи с этим константу можно определить для любого частного случая, и она будет справедлива для всех систем. Проще всего это сделать для идеального газа, так как только для него можно теоретически рассчитать энтропию. В результате получим:

const = k  = 
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где  R –  универсальная газовая постоянная; N – число Авогадро; k – константа Больцмана.

Универсальное уравнение (9) тогда принимает вид:
S = k ln W.      (11)
Из приведенных рассуждений вытекает, что второй закон термодинамики, указывающий направление процессов в природе, имеет статистический характер. Он указывает на то, что наиболее вероятными (но не обязательными) являются процессы, идущие с увеличением вероятности или, что то же самое, с возрастанием энтропии.

Таким образом, в обычных термодинамических системах второй закон термодинамик, несмотря на его статистическую сущность, может применяться совершенно безоговорочно. Принципиально важно лишь то, что этот закон имеет свои ограничения как для малых, так и для бесконечно больших систем, и поэтому всякая его экстраполяция является неправильной. Например, нельзя применять второй закон термодинамики ко всей Вселенной в целом, как это сделал Клаузиус. По Клаузиусу, внутренняя энергия Вселенной постоянна, а энтропия стремится к максимуму. Отсюда можно сделать вывод, что энергетические различия в различных участках Вселенной постоянно уменьшаются, и она стремится к равновесному состоянию, при котором невозможны никакие жизненные процессы, т.е. неминуемо движется к «тепловой смерти».
Работы Больцмана доказывают необоснованность взглядов Клаузиуса. Из них вытекает, 
что во Вселенной возможны и даже обязательно происходят (хотя и маловероятные) процессы, которые противоречат второму закону термодинамики и ведут к возникновению энергетических разностей, т.е. к уменьшению энтропии. Это имеет весьма важное принципиальное значение. Однако для систем, которые обычно изучают в термодинамике, можно полностью использовать второй закон термодинамики, и множество следствий, вытекающих из него.
Подсчет микросостояний по Больцману
В системах, состоящих из большого числа молекул, например одного моля какого-либо химически чистого газа, для описания механического состояния проще применять фазовое (-пространство 2f измерений, если f – число степеней свободы молекулы. Точка в таком пространстве будет точно определять координаты (q1 … qf) и импульсы (р1 …рf) данной единственной молекулы. Число измерений в (-пространстве, применяемом для описания состояния всей системы в целом, будет в N раз большим, т.е. равно 2Nf , если N – число молекул в системе. Если между молекулами системы отсутствуют (значительные) силы взаимодействия,  то (-пространство системы можно представить совокупностью индивидуальных (-пространств. Местонахождение точки в (-пространстве системы описывает положение изображающей точки каждой молекулы в её собственном (-пространстве и определяет состояние (микросостояние) всей системы в целом. Как уже говорилось ранее, с классических позиций данному равновесному макросостоянию будет соответствовать бесконечно большое число микросостояний, так как молекулы все время движутся и сталкиваются, обмениваясь импульсами.
При рассмотрении молекул идеального газа пользуются статистикой Больцмана, согласно которой: 

1) все размещения молекул в фазовом пространстве равновероятны;

2) данное распределение молекул по фазовым ячейкам образует данное макросостояние;

3) перемещение молекул внутри ячейки не образует нового микросостояния;

4) перестановка двух молекул в двух ячейках соответствует новому микросостоянию.

В классической статистике Больцмана макросостояние системы, например, любого идеального газа характеризуется числом фазовых точек в различных ячейках фазового пространства. Для характеристики микросостояний в этой статистике необходимо указать также, фазовые точки каких именно молекул находятся в тех или иных ячейках. 
Таким образом, число микросостояний, соответствующих данному макросостоянию, можно подсчитать, найдя число способов размещения фигуративных точек по ячейкам. Пример расчета микросостояний по Больцману рассмотрим в дальнейшем. 

Пример расчета числа микросостояний системы

Поясним определение числа микросостояний на примере простой системы из трех одинаковых молекул a, b, c. Они находятся в сосуде, который мы мысленно раздели на три равные по объему ячейки. Каждая из трех молекул может в любой момент находиться в одной из трех ячеек, так как движение молекул хаотично и все размещения равновероятны.

Определим термодинамическую вероятность распределения молекул по ячейкам, т.е. число микросостояний, отвечающих данному макросостоянию. Если все молекулы расположены в одной ячейке, то термодинамическая вероятность равна единице (W = 1), так как все перестановки внутри ячейки не учитываются. Таких макросостояний может быть три, т.е. одновременно три молекулы могут быть либо в первой, либо во второй, либо в третьей ячейке:
	Номер ячейки
	1
	2
	3

	Одно микросостояние, соответствующее данному макросостоянию
	a b c
	-
	-


Когда в одной ячейке находятся две молекулы, а в другой – одна и в третьей нет молекул, то W =3, так как между ячейками 1, 2, 3  можно сделать три перестановки молекул a, b, c:

	Номер ячейки
	1
	2
	3

	Три микросостояния, соответствующие данному макросостоянию
	a b
a c

b c 
	c

b

a
	-

-

-


При этом имеется шесть макросостояний: каждому макросостоянию соответствуют три микросостояния. При равномерном распределении молекул – по одной в каждой ячейке – вероятность W = 6, так как может быть шесть разных размещений молекул a, b, c между ячейками 1, 2, 3, т.е. шесть микросостояний:

	Номер ячейки
	1
	2
	3

	Шесть микросостояний, соответствующих данному макросостоянию
	a
a

b

b

c

c 
	b

c

c

a

b

a
	c

b

a

c

a

 b


При этом имеется одно макросостояние, которому соответствуют шесть микросостояний. Вероятность равномерного распределения молекул наибольшая.

Таким образом, для определения термодинамической вероятности следует общее число всех перестановок 1(2(3 =3! Разделить на число перестановок в каждой ячейке:

W1 = 
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(факториал нуля равен единице).

В общем случае термодинамическая вероятность равна

W = 
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где n – общее число молекул; N1, N2, …, Nn – число молекул в ячейках 1, 2, …, n.

При равномерном распределении N частиц по n ячейкам наибольшая термодинамическая вероятность Wm равна

Wm = 
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При N = 15 и n = 3 Wm = 7,6(105; при N =20 и n =4 Wm = 1,173(1010. С увеличением числа молекул термодинамическая вероятность равномерного распределения растет чрезвычайно быстро, поэтому обычный газ, в одном моле которого заключено 6,022(1023 частиц, равномерно заполняет предоставленный ему объем. Газ находится в равновесном состоянии.

Сумма по состояниям системы

Рассматривая состояние системы в целом, как функцию состояния составляющих её частиц (молекул), необходимо различать два случая. В первом свойства системы зависят, как полагают, от того, какие именно отдельные частицы обладают теми или иными характеристиками, т.е. в этом случае частицы считаются различимыми одна от другой. Во втором случае свойства системы зависят только от числа частиц, распределенных в группы по признаку обладания упомянутыми характеристиками. Сами же частицы в этом случае неразличимы.
Если система состоит из одинаковых частиц (первый случай), каждая из которых обладает одинаковым рядом энергетических состояний, то такая система называется системой Максвелла-Больцмана. 

Если обозначить состояния N индивидуальных частиц индексами i1, i2, …, iN, то при отсутствии взаимодействия между ними энергия системы выразится соотношением
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При этом каждое заданное значение индексов i1, i2, …, iS, …,  iN  соответствовало бы отдельному состоянию системы в целом. Сумма по состояниям системы в этом случае запишется в виде
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где суммирование производится по всем возможным значениям i1, i2, …, iN.
Иногда сумму по состояниям для системы, состоящей из одинаковых частиц, определяют через интеграл по пространству координат и импульсов (отсюда и название этого интеграла – «статистический интеграл»). Если известна функция Гамильтона системы H (p, q), то сумму по состояниям определяют следующим образом:

Z (T, V, N) =
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где интеграл берется по координатам и импульсам всех N частиц. Здесь h = 6,63(10 -34 Дж(с – постоянная Планка. Множитель перед интегралом учитывает неразличимость частиц и квантовый принцип неопределенности. Интеграл (2) имеет 6N и размерность (координата(импульс)3N. Сама статистическая сумма безразмерна.

Главное свойство суммы по состояниям заключается в том, что она содержит в себе всю термодинамическую информацию о системе. Если каким-либо образом (аналитически или численно) удалось вычислить сумму по состояниям системы, то можно рассчитать все термодинамические функции и найти уравнение состояния этой системы. Таким образом, основная задача статистической термодинамики сводится к расчету сумм по состояниям термодинамических систем.

Остановимся вкратце на свойствах суммы по состояниям.

1. Сумма по состояниям – безразмерная величина. Она зависит от температуры, объема и числа частиц: Z = Z (T, V, N). От температуры она зависит явным образом, а от объема и числа частиц зависят уровни энергии: Ei = Ei (V, N). Кроме того, сумма по состояниям зависит от молекулярной массы вещества и характера движения молекул (момента инерции молекул, частоты собственных колебаний атомов в молекуле и др.).
2. Сумма по состояниям – не абсолютная величина: она определена с точностью до постоянного множителя, который зависит от выбора точки отсчета энергии. Если сдвинуть точку отсчета, т.е. изменить все уровни энергии на одну и ту же величину: Ei ( Ei + (, то все больцмановские множители увеличатся (или уменьшатся) в одно и то же число раз, и во столько же раз изменится сумма по состояниям:
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Обычно за точку отсчета принимают энергию системы при абсолютном нуле, Uo.

3. При Т ( 0 все больцмановские множители стремятся к нулю за исключением того, который соответствует нижнему уровню энергии, поэтому сумма по состояниям стремится к статистическому весу этого уровня:


[image: image41.wmf]lim Z (T) = go.      (7)
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При низких температурах вклад в сумму по состояниям вносят только уровни с небольшой энергией (Е ( kT).

4. При Т ( ( все экспоненты, входящие в уравнение (1), стремятся к 1, поэтому сумма по состояниям стремится к сумме статистических весов всех уровней:
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которая может быть конечной или бесконечной в зависимости от числа уровней энергии. Пример системы с конечным пределом суммы по состояниям – ядерные спины в кристаллах LiF, находящихся во внешнем магнитном поле.

5. Сумма по состояниям – монотонно возрастающая функция температуры. Это следует из того, что производная 
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, рассчитанная из уравнения (3), положительна при любых температурах.
6. Если систему можно разбить на две независимые друг от друга подсистемы так, что каждый уровень энергии можно представить в виде суммы: Ei =Ei1 + Ei2, то сумма по состояниям разбивается на сомножители (т.е. факторизуется): Z = Z1( Z2, где функции Z1 и Z2 определены выражением (3), но суммирование в нем распространяется только на уровни энергии данной подсистемы. Это свойство называется мультипликативностью, т.е. возможность представления суммы по состояниям в виде произведений, если система состоит из независимых частей.
7. Главное свойство суммы по состояниям – её связь с термодинамическими функциями.
Сумма по состояниям играет большую роль в статистической термодинамике, так как она связывает между собой микроскопические свойства отдельных молекул, т.е. дискретные уровни энергий, моменты инерции, дипольные моменты и т.п. с макроскопическими свойствами вещества, т.е. с внутренней энергией, энтропией, теплоемкостями и т.п.
Рассмотрим пример, показывающий, как следует пользоваться формулами (3) и (4). Пусть уровень с энергией Eо вырожден однократно, уровень E1 – трехкратно, уровень E2 – пятикратно и т.д. (в данном примере приводятся в отличие от реального случая малые значения статистических весов). При применении формулы (3) будем иметь
Z = 
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Такие же результаты получатся и с помощью формулы (4):

Z = 
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Сумма по состояниям частицы. Вычисление Z в общем случае оказывается делом весьма сложным. Простое выражение для Z получается для сравнительно несложных систем, например, осцилляторов или идеального газа при очень низких температурах и не очень высоких плотностях. Тогда сумму по состояниям Z можно выразить через так называемую сумму по состояниям частицы. 

Для локализованных частиц сумма по состояниям вычисляется по формуле

Zлок =
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где j – индекс квантового состояния отдельной частицы, а ( - её энергия. Суммирование в (9) проводится по всем состояниям частицы.
Аналогичным образом вычисляется сумма по состояниям для идеального газа, если исключить область малых объемов и очень низких температур. Отметим, что идеальный газ не является локализованной системой, и следовало бы учитывать для его частиц требования симметрии, снижающие число допустимых микросостояний, по которым проводится суммирование при вычислении суммы по состояниям. Однако для разреженного газа и не очень низких температур эти требования симметрии можно учесть приближенно, допустив, что состояния, получаемые перестановкой частиц, не будут различимыми. Из-за этого результат суммирования по сравнению с (9) будет в N! раз меньше. Вместо (9) получим
Zгаз = 
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Для достаточно разреженного газа можно сказать, что каждая из молекул занимает один из уровней (k. Из N! микросостояний, которые могли реализоваться при различимости частиц, в действительности реализуется только одно симметричное (молекулы-бозоны) или одно антисимметричное (молекулы-фермионы). Это и приводит независимо от вида статистики частиц к появлению множителя N! в знаменателе. Применяемый способ учета требований симметрии является приближенным, и при изучении поведения идеального Ферми-газа или Бозе-газа (для малых объемов и низких температур) следует применять более точную методику учета требований симметрии.
Виды статистических сумм по состоянию

Потупательная сумма по состоянию

Статсумма играет исключительно роль в термодинамике, поскольку расчет разнообразных термодинамических величин начинается с вычисления статсуммы.
Известно, что полная энергия молекулы может быть распределена между отдельными её видами: поступательной, вращательной, колебательной и электронной. Все эти виды энергии в общем случае дискретны. Расстояния между электронными уровнями энергии составляют 1-5 эВ (10 000-50 000 см -1), между колебательными – 0,1-0,4 эВ (1000-4000 см -1), между вращательными -10-100 см -1 (1 см -1/молекула = 11,972 Дж/моль). Квантование поступательных степеней свободы зависит от объема системы, и для объемов около 1 см3 расстояния между уровнями настолько малы, что распределение уровней можно считать непрерывным. Если объем мал (наночастицы), то расстояние между уровнями энергии поступательного движения могут 
быть сопоставимы с вращательными и колебательными квантами энергии.
Для многих целей достаточно хорошим приближением является предположение о независимости отдельных видов энергии молекулы. В этом случае полная энергия i-го уровня представляет собой сумму отдельных видов энергии, а статистическая сумма представляет собой произведение статсумм, соответствующих отдельным типам движения:

Ei = Ei пост + Ei вр + Ei кол + Ei Эл,      (1)

Z = Zпост Zвр Zкол Zэл Zяд.сп.      (2)

В последнее выражение добавлена статсумма Zяд.сп, связанная с ядерным спиновым вырождением системы.

Если за начало отсчета выбрать значение, соответствующее наинизшему энергетическому состоянию, то статсумма отдельного вида движения будет характеризовать число уровней энергии, заселенных при данной температуре. Полная статсумма будет характеризовать полное число уровней энергии, заселенных при данной температуре.
Рассмотрим выражения для статсумм отдельных видов энергии.

Поступательная статсумма. При вычислении суммы по состояниям поступательного движения идеального газа молекула рассматривается как частица, обладающая только массой и способностью перемещаться в пространстве.

Энергия ничем не ограниченного поступательного движения, вообще говоря, не квантуется, т.е. может изменяться непрерывно. Этим данный вид движения отличается от других, имеющих периодический характер, - колебание, вращение и др. Поэтому Zпост следует вычислять путем интегрирования, но не суммирования. Однако можно показать, что поступательное движение, ограниченное по своей протяженности, приобретает как бы свойства периодического, и его энергия может принимать только определенные дискретные значения. Рассмотрим простейшую квантовомеханическую задачу – частицу в потенциальном ящике или, как говорят, просто частицу в ящике.
Представим частицу, например молекулу газа, движущуюся в прямоугольном ящике с размерами lx, ly и lz. Следует отметить, что свойства такой системы как частица – ящик таковы, что потенциальная энергия частицы Епот (х, у, z) внутри ящика постоянна и может быть принята равной нулю. На границах же ящика потенциальная энергия частицы, как считается, возрастает до бесконечности, что означает фактическую невозможность выхода частицы за пределы ящика.

В квантовой механике постулативно принимается, что состояние микросистемы (электрона, атома, молекулы) должно описываться волновым уравнением Шредингера:
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где ( - так называемая волновая функция, квадрат которой выражает плотность вероятности нахождения частицы в данной точке пространства; 
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 означает сумму вторых частных производных ( по координатам х, у, z, т.е.
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m – масса частицы; Е и Епот – соответственно полная и потенциальная энергии. Согласно сформулированному условию задачи о частице в ящике Епот = 0.

Если частица совершает лишь одномерное движение (применяя образное выражение, в этом случае иногда говорят о «бусине на проволоке») вдоль координаты х от 0 до lx. В этом случае выражение (3) превращается в следующее:
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Решение этого уравнения дает выражение для энергии:

Ех =
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где 
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 - квантовое число, определяющее «дозволенные» значения энергии частицы, движущейся параллельно оси х. Согласно уравнению (5) Ех может принимать только значения, кратные 
[image: image56.wmf]2

2

8

x

l

h

×

p

, и одномерное поступательное движение оказывается квантованным.
Именно таким путем получаются дискретные уровни энергии и в более сложных системах – электрон, взаимодействующий с положительно заряженным ядром, колебательные движения атомов в молекуле и вращение молекулы. Как известно, дискретность уровней энергии в атоме и молекуле проявляется в характере спектров испускания, поглощения, комбинационного рассеяния и др. Детальное изучение спектров и дает информацию об уровнях энергии.

Возвращаясь к поступательному движению, укажем, что вполне аналогичные решения получаются и для движений вдоль координат  у и z, а суммируя, можно записать и полную энергию частицы в трехмерном ящике. Мы этого, однако, делать не будем, а используем соотношение (5) непосредственно для вычисления суммы по состояниям одномерного поступательного движения:
Zпост (х)  = 
[image: image57.wmf]å
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Вычисление этой суммы упрощается в связи с тем, что для газов множитель 
[image: image58.wmf]kT
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 очень мал – уровни энергии расположены очень близко – и поэтому с достаточным приближением суммирование можно заменить интегрированием по n, считая, что оно изменяется не от единицы, а от нуля:
Zпост (х) = 
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где введена подстановка (2 = 
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. Интеграл (7), как известно, равен 
[image: image61.wmf]2

2

/

1

p

. Поэтому получается выражение для суммы по состояниям одномерного поступательного движения:

Zпост (х) = 
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Совершенно аналогичные результаты получаются при вычислении сумм по состояниям движения, параллельного двум другим координатам. Поскольку движения вдоль всех трех координат независимы, полная сумма по состояниям поступательного движения частицы в потенциальном ящике выразится произведением

Zпост = Zпост (х)( Zпост (у)( Zпост (z) = 
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или

Zпост = 
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где V – объем ящика, в котором находятся молекулы; m – масса молекулы; M – молекулярная масса; NA – число Авогадро; h – постоянная Планка; k – постоянная Больцмана. Подставив в уравнение (3) численные значения констант, имеем

Zпост = 5,943(1030(MT)3/2V,      (10)

где М в кг/моль, V в м3, или

Zпост = 5,943(1027(МТ)3/2 V,    (11)
где М в кг/моль, V в л.

Например, для атома водорода при Т = 298,15 К и V = 10 -6 м3: Zпост = 9,675(1023.

В дальнейшем нас могут интересовать величины, отнесенные к одному молю идеального газа, находящемуся в стандартном состоянии при Р = 1 бар. В этом случае нужно в выражение (11) подставить для V его значение в м3 при температуре Т: V = 
[image: image65.wmf]P
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= 8,315(10 -5 Т.

Тогда выражение (11) для статсуммы одной частицы приобретает вид
Zпост =4,941(1026М3/2 Т5/2.      (12)

Ниже приводятся в качестве примера значения поступательных статсумм для атома кислорода:

Т, К . . . . . . . . . . .  298,15         500         1000         1500

Z(10 -30 . . . . . . . .    1,53            5,59         31,6          87,1

С
ледует отметить, что если Р ( 1 атм, то

Zпост = (4,941(1026М3/2 Т5/2)/Р.

Вращательная статсумма
Согласно квантовомеханическим расчетам вращательная энергия двухатомной молекулы с неизменным расстоянием между ядрами re (жесткий ротатор) выражается соотношением
Eвр = 
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где I – момент инерции молекулы, который часто задается в единицах 10 -47 кг(м2:

I = 
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 J – вращательное квантовое число, принимающее целочисленные значения 0, 1, 2, … . Каждому уровню энергии вращения (значению J) соответствует вырожденность (статвес) каждого уровня равная (2J + 1). Напомним, что молекула называется жесткой, если её моменты инерции не зависят от её энергетического состояния. В большинстве случаев предположение о жестких молекулах оказывается оправданным. Для жестких линейных молекул вращательная статсумма (высокие температуры) имеет вид

Zвр = 
[image: image68.wmf]2
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где ( - число симметрии, равное числу различных положений молекулы (не поворотов !), в которых молекула совпадает сама с собой и в которые она может попасть только путем вращений её как целого (отражения, зеркальные повороты и инверсия не рассматриваются).
Введение числа ( связано с эффектами взаимодействия ядерных спинов и вращения из-за тождественности ядер, так как существуют молекулы как с одинаковыми, так и разными ядрами. Первые образуют так называемые орто- и пара-состояния. Реально это приводит к тому, что число вращательных состояний у молекул с тождественными ядрами в ( раз меньше, чем у аналогичной молекулы с различными ядрами. Для симметричных линейных молекул ( = 2, например, для Н2, N2, О2, НССН, а для линейных несимметричных молекул ( равно единице, например, для HCl, HD, HCCD.

Подставляя в (2) численные значения констант, находим

Zвр = (2,4828(10 -2(IТ)/(,      (3)

где I – момент инерции в единицах 10 -47 кг(м2.

Ниже приведены параметры молекул Н2 и О2:

                                                                                                Н2              О2

Равновесное межъядерное расстояние re, нм . . . . . . . .  0,0741       0,1207

Момент инерции I, 10 -47 кг(м2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    0 .46          19,35

и вращательные статсуммы при разных температурах:

Т, К . . . . . . . . . . . . .     298,15         1000         2000

Zвр для Н2 . . . . . . . .       1,70           5 ,71        11,42

Zвр для О2 . . . . . . . .      71,6           240,2        480,4

Для жестких нелинейных молекул (высокие температуры)

Zвр = 
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где I1, I2, I3 – главные моменты инерции молекул. Подставляя численные значения констант, находим

Zвр = (6,9342(10 -3 Т3/2(I1 I2 I3)1/2)/(,      (5)

где величины I I в единицах 10 -47 кг(м2. В качестве примера приведем вращательные статсуммы СН4 и ССl4, для которых моменты инерции в указанных выше единицах равны 5,336 и 490,175 соответственно. Число симметрии для этих молекул ( = 12:

Т, К . . . . . . . . . . . . . . . .   298,15         1000         2000

Zвр для СН4 . . . . . . . . . .    36,7            225,3       637,10

Zвр для CCl4  . . . . . . . . .  32284         198310      560900

В случае произвольной молекулы число ( можно легко найти, если известна группа симметрии молекулы. Например, СН4 имеет группу симметрии Тd. В этой группе операции симметрии, включающие только вращения, таковы: Е, 8С3, 3С2. Следовательно, имеется 12 различных положений и ( = 12.

Ниже приведены значения ( для молекул, относящихся к различным группам симметрии:

Группа симметрии . . . . . . . .  С2v    C3v    C4v    C6v    D2h    D3h    D4h    D6h    Td    Oh
(  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  2       3      4       6       4         6        8      12      12    24

Отметим, что все формулы для Zвр приведены для случая достаточно высоких температур, когда квантовые эффекты при вращении становятся несущественными. Критерий применимости классических соотношений – температура системы должна существенно превышать вращательную характеристическую температуру: Т (( (вр, где

(вр = 
[image: image70.wmf]Ik
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для линейных молекул, и

(i вр = 
[image: image71.wmf]k
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для многоатомных молекул, где индекс i  относится к одному из трех главных моментов инерции.

В случае многоатомных молекул под характеристической вращательной температурой понимают максимальное значение  (i вр. Заметим, что значение (i вр максимально для ситуации с минимальным значением Ii . В формулах (6) и (7) моменты инерции выражены в приведенных выше единицах.
Характеристические вращательные температуры для некоторых молекул следующие:

Молекула . . . . . . .  Н2     D2     N2     O2     HCl     HI     CH4     CCl4
( вр, К . . . . . . . . . .   85     42    2,85  2,07    14,5    9,0     7,5       0,08

Как видно, учитывать квантовые эффекты во вращении нужно только при низких температурах и для легких молекул.

Колебательная статсумма
В двухатомных молекулах возникает движение, связанное с изменением межатомных расстояний, - валентные колебания. В более сложных молекулах возможны также деформационные колебания различных видов, ведущие к изменению валентных углов.

На рисунке 1 изображена модель двухатомной молекулы с равновесным расстоянием между ядрами re. 


1)

                                                  re
2)



                              q1                                  q2
Рис. 1. Смещение атомов в двухатомной молекуле относительно положения равновесия re:

1 – положение, соответствующее минимуму потенциальной энергии молекулы (Епот); 

2 – молекула в «растянутом» состоянии с увеличенной потенциальной энергией

В нижней части рисунка показано смещение атомов относительно положения равновесия на суммарное расстояние q = q1 + q2. Возникающую при смещении возвращающую силу можно в первом приближении считать пропорциональной смещению или подчиняющейся закону Гука (её называют поэтому квазиупругой силой), т.е.
F(q) = -Keq,

где Ке – так называемая силовая постоянная.

Потенциальная энергия системы будет при этом квадратичной функцией смещения:

Е(q) = 
[image: image72.wmf]2
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Мгновенную кинетическую энергию колеблющихся атомов можно представить в виде
Т = 
[image: image73.wmf]2
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Согласно квантовой теории, т.е. решению уравнения Шредингера с этими значениями Епот и (, энергия гармонического осциллятора, колеблющегося с частотой (, равна
Екол = Т + Епот = (n + ½)h(,       (5)
где n – колебательное квантовое число, равное 0, 1, 2, …; ( - частота колебания.

При расчете поступательной и вращательной статсумм предполагалось, что энергия отсчитывается от нуля, когда Eпост = 0 и Eвр = 0. В качестве нуля отсчета при вычислении колебательной статсуммы выберем значение энергии нулевого колебательного уровня (n = 0). Тогда выражение для колебательной статсуммы гармонического осциллятора имеет вид
Zкол = 
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Величина 
[image: image75.wmf]k
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 называется характеристической колебательной температурой:

(кол = 
[image: image76.wmf]k
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Поскольку колебательные уровни двухатомной молекулы не вырождены (это можно понимать так, что колебание совершается вдоль единственного направления – линии, соединяющей центры атомов), то закон распределения Больцмана записывается в этом случае в наиболее простой форме:

Ni, кол = 
[image: image77.wmf]кол
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где N – число всех молекул; Ni, кол – число молекул, занимающих данный колебательный уровень. Энергия, соответствующая уровню, Екол и Zкол, определена сосотношениями (5) и (6). В отсутствии вырожденности заселенность определяется исключительно экспоненциальным множителем и поэтому наибольшую заселенность имеет нулевой уровень.

Можно считать, что при температурах ниже характеристических колебания возбуждены слабо и заселен только нулевой колебательный уровень. Обычно частота колебаний (е приводится в см -1. Тогда

(iкол = 
[image: image78.wmf]k
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где (кол выражено в К; с = 2,9979(108 м/с.

Вычисление колебательной суммы по состояниям для многоатомной молекулы является несравненно более трудной задачей. 

Если в молекуле имеется несколько колебаний, то колебательная статсумма представляет собой произведение колебательных статсумм для каждого колебания:

Zкол = 
[image: image79.wmf]Õ
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Если колебание k-кратно вырождено, то колебательная статсумма этого колебания рассчитывается так же, как для невырожденного, но потом вводится в k-ю степень. Поэтому общее выражение для колебательной статсуммы с учетом вырождения можно записать так:

Zкол = 
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где ki – число, характеризующее вырождение i-го колебания.

Электронная статсумма
Энергию электронов в возбужденной молекуле можно представить в виде двух слагаемых:

Еэл = Е0, эл+ Е’эл,     (1)

где Е0, Эл – нулевая энергия электронов, т.е. энергия электронов в невозбужденной молекуле при абсолютном нуле. Нулевая энергия электронов Е0, Эл не может быть определена из опыта. Величина Е’эл определяется опытным путем из спектральных данных.  Сумма по состояниям, обусловленная электронным движением, запишется так:

Zэл = 
[image: image81.wmf]å
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где gэл =go, g1, g2, … - кратность вырождения 0, 1, 2, … электронных уровней энергии.

С учетом уравнения (1) получаем

Zэл = 
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где
[image: image84.wmf]'

эл

Z

 - эффективная сумма по состояниям, обусловленная электронным движением (без учета энергии электронов в невозбужденной молекуле).

Кратность вырождения нормального невырожденного уровня энергии электрона в молекуле для большого числа двухатомных газов равна единице (go =1); для молекулярного фтора go = 2; для молекулярного кислорода go = 3 и т.д. Величины go вычисляются методами квантовой механики.

Для большинства молекул основное электронное состояние не вырождено. Энергия электронного возбуждения (Eэл, например в видимом участке спектра поглощения с длиной волны 500 нм, составляет 20000 см -1. В этом случае характеристическая электронная температура, которую по формуле, аналогичной формуле для вычисления характеристической колебательной температуры, равна 20000 К. Если (Eэл задается в эВ (1 эВ = 8059,22 см -1), получаем
Zэл = 
[image: image85.wmf]k

E

сh

эл

D

22

,

8059

, К.     (5)
Оцененные значения Zэл очень высоки для обычных условий, и в большинстве случаев можно принять, что Zэл = 1. 
В общем случае выражение для электронной статсуммы записывают в виде суммы по возбужденным электронным состояниям:

Zэл = go + 
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где go – статвес основного состояния; gi – статвес возбужденного состояния.

Сумму по состояниям, обусловленную электронным движением молекул, принято включать в сумму по состояниям, связанную с поступательным движением:

Zпост, Эл = Zпост Zэл.     (8)

Ядерная спиновая статсумма. Ядерная спиновая статсумма связана с ядерным спиновым моментом количества движения. Её величина определяется ядерным спиновым вырождением. Для одного ядра со спином I
Zяд. СП = 2 I + 1.      (9)
Если в молекуле имеется несколько ядер со спином Ii, то

Zяд. СП = 
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В ходе химических реакций не происходит ядерных превращений. Поэтому обычно Zяд. СП для продуктов равно Zяд. СП для исходных веществ. Это означает, что ядерная спиновая статсумма не оказывает влияния на константы равновесия химических реакций. (Ситуация с Zяд. СП коренным образом отличается от Zэл, так как электронное спиновое состояние может меняться в ходе химических реакций). Поэтому при термодинамических расчетах условно полагают, что
Zяд. СП =1.      (11)
Связь суммы по состояниям с термодинамическими функциями

Внутреннюю энергию термодинамической системы можно представить как среднюю энергию по всем уровням с учетом их заселенности:

U – Uo = 
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где Uo – внутренняя энергия при абсолютном нуле (Т = 0). Правую часть этого выражения можно преобразовать с помощью определения суммы по состояниям:
U – Uo  = kT2
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Таким образом, зная сумму по состояниям, можно определить внутреннюю энергию как функцию температуры и объема. 
Дифференцируя это уравнение по температуре, находим выражение для изохорной теплоемкости:
CV = 
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Другое основное соотношение связывает сумму по состояниям и энергию Гельмгольца:

F – Uo = -kT lnZ.      (4)

Дифференцируя функцию F по температуре и объему, можно найти энтропию и давление:

S = -
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Р = -
[image: image94.wmf]T

T

V

Z

kT

V

F

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

¶

ln

.      (5)

Последнее соотношение есть не что иное, как термическое уравнение состояния, т.е. зависимость давления от объема и температуры.
Пользуясь соотношениями (1) – (5) , можно найти и другие термодинамические функции: изобарную теплоемкость, энтальпию и энергию Гиббса. Интересно, что все термодинамические функции определяются не самой суммой по состояниям, а её логарифмом. В приведенных выражения дается статсумма одной частицы.

В случае N независимых невзаимодействующих и одинаковых частиц под логарифмом появляется выражение отношения статсуммы в степени N к N! Например:

F = - kT ln
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Используя формулу Стирлинга: N! = N Nexp(-N), получаем

F = - NkT ln
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С учетом того, что статсумма представляет собой произведение статсумм, соответствующим отдельным типам движения молекулы, получим для энергии Гельмгольца следующее выражение:

F = -NkT
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Внутреннюю энергию также удобнее рассчитывать по отдельным составляющим видам энергии движения:

Uпост = 1,5 R,       (9)

Ui вр = 0,5 R,      (10)

где Ui вр – составляющая внутренней энергии вращательного движения для одной степени свободы вращения.
Для двухатомных и линейных многоатомных молекул имеется две степени свободы вращательного движения, для нелинейных многоатомных молекул – три степени свободы вращательного движения. Колебательная составляющая внутренней энергии определяется по уравнению
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Функция 
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для определенных значений 
[image: image100.wmf]Т
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 для линейного гармонического осциллятора рассчитаны и приводятся в таблицах термодинамических функций Эйнштейна. Для многоатомных молекул колебательная составляющая внутренней энергии рассчитывается для каждой степени свободы колебательного движения отдельно и суммируется по всем степеням свободы колебательного движения. Для линейных двухатомных и многоатомных молекул число колебательных степеней свободы fкол = 3n – 5, для нелинейных многоатомных молекул fкол = 3n – 6, где n – число атомов в молекуле. При наличии степеней свободы внутреннего вращения у многоатомных молекул для одной степени свободы
Uвн. вр =0,5 RТ.       (12)

Для газов, состоящих из двухатомных молекул, изохорную теплоемкость определяют по уравнению
СV = 
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Теплоемкость, как и рассмотренные выше термодинамические параметры, удобнее рассчитывать по отдельным составляющим:

СV = СV пост + СV вр + СV кол,      (14)

СV пост + СV вр = 2,5 RТ,      (15)

СV кол = 
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В таблицах термодинамических функций Эйнштейна для линейного гармонического осциллятора функция

СЕ = 
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дается для определенных значений 
[image: image104.wmf]Т

Q

. Для многоатомных молекул колебательная составляющая теплоемкости равна сумме  СЕ по всем степеням свободы колебательного движения. При наличии у многоатомной молекулы степеней свободы внутреннего вращательного движения следует учитывать еще СV, вн. вр - теплоемкость, приходящуюся на внутреннее вращение. Согласно (12) и (13) имеем
СV, вн. вр = 0,5 R.      (18)

Энтропия газа выражается через сумму состояний:

ST = R ln Z + RT 
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Энтропию газа, состоящего из двухатомных молекул,  следует рассчитывать как сумму энтропий составляющих:

SТ = Sпост + Sвр + Sкол + Sэл.      (20)

Для расчета поступательной составляющей энтропии Sпост предварительно вычисляется ln Z , а производная 
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Тогда 

SТ, пост = R ln Zпост + 1,5000 R.      (22)

Выражение для расчета  вращательной составляющей энтропии имеет вид:

SТ, вр = R ln Zвр + R.     (23)

Колебательная составляющая энтропии находится по таблицам термодинамических функций Эйнштейна.

Формула для расчета электронной составляющей энтропии:

SТ, Эл = R go, Эл,      (24)

где go – вырождение нулевого электронного уровня (go = 2s +1, где s – суммарный спин электронов в молекуле).
При расчете энтропии статистическим методом для многоатомных молекул поступательная составляющая энтропии аналогична поступательной составляющей для двухатомных молекул. Вращательная составляющая энтропии рассчитывается в зависимости от типа молекул по статсуммам для сферически симметричного, симметричного и асимметричного волчка. Колебательная составляющая энтропии для каждой степени свободы колебательного движения 
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 находится по таблице термодинамических функций Эйнштейна и суммируется по всем колебательным степеням свободы, При наличии свободного внутреннего вращения энтропию Sвн. вр определяют с учетом статсуммы внутреннего вращения для каждой степени свободы внутреннего вращения и затем составляющие суммируют.
Функцию 
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 рассчитывают по уравнению
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 = - RТ ln Z.      (25)

Функцию 
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 рассчитывают как сумму составляющих по всем видам движения. Функцию 
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 для поступательной составляющей вычисляют с учетом статсуммы для поступательной составляющей энергии движения.

Функцию
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 вычисляют из функции 
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Сумма по состояниям реальных газов

Многие системы (например, газы и жидкости) описываются функцией Гамильтона вида:

Н (q, p) = 
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где m – масса частиц; Епот – потенциальная энергия их взаимодействия друг с другом. В гамильтониане (1) координаты и импульсы разделены, поэтому интегрирование по ним можно провести независимо. Исходя из этого, полную статистическую сумму реального газа или жидкости можно представить в виде:

Z = 
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где zпост – поступательная сумма по состояниям одной частицы, V – объем. Интеграл по координатам в формуле (2) называют конфигурационным интегралом:
Zконф = 
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Именно он определяет зависимость статсуммы от объема и содержит в себе описание всех отклонений системы от идеального поведения. Давление системы определяется только конфигурационным интегралом:

Р = kT 
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Точный теоретический расчет статсуммы газов или жидкостей с произвольным гамильтонианом (1) – задача, которая лежит далеко за пределами возможностей современной статистической теории. Тем не менее, можно сделать ряд разумных и достаточно хороших приближений, которые позволяют оценить статистическую сумму и конфигурационный интеграл для реальных газов, состоящих из валентно насыщенных молекул.

Для плотных газов, в которых учитываются все возможные конфигурации, сложный расчет конфигурационного интеграла в приближении парных потенциалов приводит к выражению:

ln Zконф = N 
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где параметры (k , называемые групповыми интегралами, описывают конфигурации, в которых образуются группы из (k + 1) частиц.

Стандартные мольные термодинамические функции газа и стандартная статистическая сумма. Стандартными для данной температуры называют значения термодинамических функций газа при единичном давлении; в качестве единицы давления при определении стандартного состояния принят 101325 Па = 1,013(105 Па.

Температуру Т = 298,15 К (t = 25 оС) также считают стандартной, и значения термодинамических функций в справочниках обычно относят к этой температуре.

Вычисление стандартных термодинамических функций на основании молекулярных данных связано с нахождением стандартной статистической суммы Zо для рассматриваемой температуры Т:

Zо = 
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где

[image: image122.wmf](

)

3

3

2

/

3

0

2

l

p

RT

h

kT

m

Z

пост

=

×

×

=

       (10)

где 
[image: image123.wmf]3
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 - стандартная статсумма для поступательного движения; Zвнутр - статсумма для внутренний движений (так как эта величина не зависит от объема или давления, то задание давления на ней не сказывается). При давлении газа, равном единице давления, величина zо совпадает численно со статистической суммой молекулы, движущейся в объеме 
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 (мольный объем газа). Тогда 

z (T, 
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Величина zo имеет размерность Па(моль -1 и для молекул данного типа зависит только от температуры.
Поскольку для идеального газа 
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, то статистическая сумма z (T, V) при произвольном давлении Р и объеме V связана с величиной zo (Т) соотношением


[image: image128.wmf]P

N

T

z

N

V

T

z

o

o

1

)

(

)

,

(

×

=

,      (12)

где N – число частиц в объеме V.

Для стандартных мольных термодинамических функций справедливы следующие выражения:
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Выражение для константы равновесия. Зависимость между стандартной энергией Гиббса химической реакции (Go и стандартной константой равновесия Ко описывается уравнением:
ln Ko = - 
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Стандартная константа равновесия химической реакции, выраженная через энергию Гиббса и энтальпию, определяется по выражению
ln Ko = - 
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где 
[image: image135.wmf]o
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 - изменение энтальпии при Ро = 0,1013 МПа и Т = 0.

Константа равновесия КР связана со стандартной константой равновесия Ко соотношением
КР = Ко(
[image: image136.wmf](
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где (( - приращение числа молей во время реакции. Для вычисления КР надо знать величину Ко, для расчета которой по формуле (18) необходимо знать значения приведенной энергии Гиббса 
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 при разных температурах для всех веществ, участвующих в реакции, и тепловой эффект 
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 при абсолютном нуле.

Приведенная стандартная энергия Гиббса данного газа равна сумме приведенных стандартных энергий Гиббса поступательного (вместе с электронным), вращательного и колебательного движений молекул:
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Изменение энтальпии 
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 рассматриваемой реакции может быть вычислено несколькими способами: 1) по опытному значению КР для данной реакции и по известным значениям 
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 для всех компонентов при данной температуре; 2) по изменению энтальпии 
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 реакции при температуре Т и по значениям 
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где 
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 - определяют при 298 К по стандартным теплотам образования. Значения 
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 вычисляют суммированием поступательной, вращательной и колебательной энтальпий.

Точность расчетов констант равновесия при помощи статистической термодинамики выше, чем при помощи классической термодинамики. Это объясняется тем, что приведенные энергии Гиббса при разных температурах определяются по спектральным данным с высокой точностью.
Примеры и задачи по статистической термодинамике
Расчет заселенностей и энергий уровней

Задача 1.  Молекула может находиться на двух уровнях с энергиями 0 и 300 см-1. Какова вероятность того, что молекула будет находиться на верхнем уровне при 250 оС?

Задача 2. Молекула может находиться на уровне с энергией 0 или на одном из трех уровней с энергией Е. При какой температуре: а) все молекулы будут находиться на нижнем уровне; б) число молекул на нижнем уровне будет равно числу молекул на верхних уровнях; в) число молекул на нижнем уровне будет в три раза меньше, чем число молекул на верхних уровнях?

Задача 3. В некоторой молекуле есть три электронных уровня энергии: 0, 1500 и 2800 см -1. Нижний уровень не вырожден, средний – трехкратновырожден, 
высший – пятикратно вырожден. Найдите среднюю электронную энергию молекулы (в см -1) и заселенность нижнего уровня при температуре 1900 К. Значение постоянной 
[image: image150.wmf]k
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 = 1,44 см(К.

Задача 4. Начиная с какого колебательного уровня, заселенность уровней молекулы хлора (( = 560 см -1) будет меньше 1 % при 1000 К?

Задача 5. Молекула может находиться на двух уровнях с энергиями 0 и 100 см -1. Какова вероятность того, что молекула будет находиться на низшем уровне при 25 оС?

Расчет сумм по состояниям (статсумм)

Задача 1. Определите поступательную составляющую суммы состояний молекулы СО при давлении 1,0133(105 Па и температуре 500 К.

Задача 2. Определите вращательную составляющую суммы состояний молекулы СО при 500 К. Момент инерции СО равен 14,49(10 -47 кг(м2.

Задача 3. Определите колебательную составляющую суммы состояний молекулы СО при 500 К, если частота колебательного движения составляет 2,170(105 м -1.

Задача 4. Определите сумму состояний для молекулы СО при 1,0133(105 Па и 500 К. Значения поступательной, вращательной и колебательной составляющих суммы состояний для данной молекулы возьмем из задач 1 – 3.

Задача 5. Определите долю молекул СО, находящихся на вращательном квантовом уровне j = 5, по отношению к нулевому колебательному уровню при 500 К, Zвр = 179,9.

Задача 6. Рассчитайте молекулярную поступательную сумму по состояниям для N2 при 273 К и давлении 101,3 кПа, если известно, что молекулярная поступательная сумма по состояниям для Н2 при температуре 298 К и равна 6,70(1028.

Задача 7. Определите долю молекул СО, находящихся на колебательном квантовом уровне v = 1 и на нулевом вращательном квантовом уровне при 500 К, если Zкол = 1,0019; (е = 2,170(105 м -1; (ехе =13,37(102 м -1.

Расчет термодинамических функций по статсуммам

Задача 1. Определите поступательную составляющую внутренней энергии для молекулы СО при 500 К.

Задача 2. Определите вращательную составляющую внутренней энергии для молекулы СО при 500 К.

Задача 3. Определите колебательную составляющую внутренней энергии для молекулы СО при 500 К, если 
[image: image151.wmf]Т
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 = 6,245.

Задача 4. Определите внутреннюю энергию для молекулы СО при 500 К

Задача 5. Определите поступательную составляющую теплоемкости для молекулы СО при 500 К и постоянном давлении.

Задача 6. Определите вращательную составляющую теплоемкости для молекулы СО при 500 К.

Задача 8. Определите теплоемкость 
[image: image152.wmf]о
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 для молекулы СО при давлении 1,0133(105 Па и температуре 500 К.

Задача 9. Определите энтропию молекулы СО при давлении 1,0133(105 Па и температуре 500 К. Значение I = 14,49(10 -47, ( = 1 (гетероядерная молекула).

Задача 10. Поступательный вклад в энтропию молекулы СО при некоторых условиях равен 148,5 Дж/(моль(К). Рассчитайте поступательный вклад в энтропию кислорода при этих же условиях.

Задача 12. Рассчитайте мольные энтропию, внутреннюю энергию, энтальпию, энергии Гельмгольца и Гиббса газообразного азота при температуре 289 К и давлении 1 атм. Вращательная постоянная В = 2,00 см-1, колебательная частота ( = 2360 см -1. Электронной и ядерной составляющими пренебречь.

Задача 13. Определите функцию 
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 для метанола при 500 К и 1,0133(105 Па.

Задача 14.  Определите функцию 
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 для метанола.

Задача 15. Оцените мольную теплоемкость СV газообразного метана при комнатной температуре. (Экспериментальное значение: 27,2 Дж/(моль(К).

Задача 16. Рассчитайте константу равновесия КР для реакции диссоциации йода: I2 ( 2I  при 500 К. Молекулярные постоянные I2: ( = 214,5 см -1, В = 0,037 см -1, go = 1. Основное электронное состояние атома йода четырехкратно вырождено. Энергия диссоциации Едис = 148,8 кДж/моль. Вырожденными электронными состояниями пренебречь. Объем системы 1 м3.

Задача 17. Рассчитайте величину константы равновесия реакции N2 = 2N  при 500 К на основании следующей информации: 
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 кг(м2, частота колебаний соответствует значению 2330(102 м -1, вырожденность основного электронного состояния атома азота равна 4, молекулы азота – 1; (r
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Задача 18.  Рассчитать энтропию 
[image: image157.wmf]o
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 для О2 , если известно, что межъядерное расстояние равно 1,2075(10 -1 нм, а частота колебаний соответствует значению 1580(102 м -1, go = 3.

Задача 19. Рассчитать 
[image: image158.wmf]o
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 для H2S, если известно, что расстояние H – S равно 1,3356(10 -1 нм, угол HSH равен 92,11о, а частоты колебаний соответствуют значениям (2615, 1183, 2628)(102 м -1.

Задача 20. Сумма по состояниям некоторой термодинамической  системы, состоящей из N одинаковых частиц, равна:

Z (Т, V, N) = const(T3N/2(VN.

Найдите внутреннюю энергию, энтропию и уравнение состояния этой системы.
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